Mathematische Modellierung in Beispielen

1. Zum Modellbegriff

Ein Modell ist eine Abbildung eines bestimmten, in zweckorientierter Weise abgegrenzten Ausschnitts von Wirklichkeit mit Hilfe eines anderen Mediums (nach Meyer).

Etwas formaler (nach Seiffert, Radnitzky: Modell): X ist Modell des Originals Y für den Verwender k in der Zeitspanne t bezüglich der Intention Z, wenn folgendes gilt:

X und Y werden in Prädikatklassen aufgeteilt, zwischen denen ein umkehrbar eindeutiges Abbildverhältnis besteht. X heißt Modell von Y wenn es ein Subjekt k gibt, das im Zeitintervall t bezüglich der Intention Z folgendes ausführt:

Ersetzung von Y durch X

Ausführen von Z-orientierten Operationen an X

Rückübertragung der Ergebnisse auf Y

2. Beispiele für mathematische Modelle

2.1 Natürliche Zahlen und Addition/Subtraktion als Modelle für Mächtigkeiten von Mengen: Zu drei Äpfeln werden fünf Birnen gelegt. Wieviel Früchte liegen auf dem Tisch? i) Äpfel sind Früchte -> 3; Birnen sind Früchte ->5 ii) 3+5=8 iii) Antwort: 8 Früchte

2.2 Überqueren einer einspurigen Autostraße: 

Breite der Straße: s=5m

Benötigte Zeit zum Überqueren der Straße: 10sec

	Modell
	1.Entfernung und Geschwindigkeit
	2.Größe und Wachstum
	3.Lautstärke und Tonhöhe

	Meßgrößen und Meß-verfahren
	Entfernung: d1,d2 in Meter

(Ultraschall oder Radar)

Zeit: t in Sekunden

(gleichförmige Referenz-bewegung)
	Größe: g1, g2 in Meter

Zeit: t in Sekunden
	Schallstärke: 

I in W/m2 

Tonhöhe: h in Hertz

(Zeit implizit)

	Abgeleitete Größen
	Geschwindigkeit: 

v = (d2-d1)/(t2-t1)
	Wachstum: 

w =(g2/g1)(1/(t2-t1))
	Funktion: 

f(I,h): RxR({0,1}

	Modellannahme
	v konstant
	w konstant
	h konstant

	Entscheidung
	t = d2/v > 10sec
	t = (lng)/(lnw+lng2) > 10 s
	Gehe, wenn f(l,h) = 1


Folgende Punkte sollen (ansatzweise) deutlich werden:

· Die Auswahl der Meßgrößen ist weder eindeutig noch „natürlich“.

· Die Zurichtung (Ver-Stellung) und Reduktion des Originals durch und auf Meßgrößen (Bsp. Homogener Raum; Zeit als gleichförmige Bewegung) wird i.d.R. nicht (mehr) wahrgenommen.

· Technische Maschinen implementieren und verbergen (u.a.) Modelle und Modellannahmen.

· Modelle sind im Rahmen der zugrundegelegten Meßgenauigkeit und Modellannahmen objektiv (d.h. unabhängig vom konkreten Subjekt k) verifizier- oder falsifizierbar. 

· Nicht-modellierte Einflüsse und Verhalten der Wirklichkeit können zu fehlerhaften Modellen führen, d.h. zu fehlerhaften Voraussagen. Im Beispiel 2.2.1 ist eine mögliche Beschleunigung des Autos nicht vorgesehen, kann aber auftreten. Die Modellannahme einer konstanten Geschwindigkeit muß nicht erfüllt sein. 

3. Metaphern in Modellen

Bei der Benennung der Meßgrößen werden i.d.R. Wörter aus der Umgangssprache verwendet. Diese haben eine Geschichte und einen Konnotationshof. Dieser Hof variiert wiederum bei jeder Person, die das Wort versteht. 

Aufgrund der Wortverwendung lassen sich Modellergebnisse und Modellannahmen in der Umgangssprache formulieren. Bei komplizierten Modellen ist dies oft der einzige Weg, über ihre Voraussetzungen, Verfahren und Ergebnisse zu sprechen. Bei Unkenntnis oder -verständnis des Modells bleibt nur noch die Verwendung der umgangssprachlichen Fassung.

Die verwendeten Wörter beziehen sich i.d.R. auf einen größeren Weltausschnitt, als der, welcher dem Modell zugrunde liegt.

Beispiel für umgangssprachliche Beschreibung in 2.1.

2.2.1. 
Annahme: Die Geschwindigkeit des Autos ist konstant


Entfernung wächst proportional mit der Zeit
 2.2.2.
Größe wächst exponientiell mit der Zeit 
Bei unvorsichtigem oder fahrlässigem Umgang mit der umgangssprachlichen Formulierung können Aussagen über Sachverhalte mit dem Modell begründet werden, die es gar nicht abdeckt.

Im folgenden ein Beispiel zu diesem Prozeß in drei Schritten:

 (i)  Erweiterung und (unnötige) Komplizierung des Modells 2.2.1 bis zur unmittelbaren Unverständlichkeit durch Hinzufügen des Parameters Beschleunigung.

(ii) Umbenennung der Parameter: statt Entfernung, Geschwindigkeit und Beschleunigung sagen wir Entwicklungsstufe, Entwicklung und Fortschritt. Das Modell nennen wir (schönklingend): allgemeine Entwicklungstheorie.

(iii) Die Modellannahmen und Ergebnisse klingen jetzt so: 

Entwicklung ist der Abstand zwischen zwei Entwicklungsstufen.

Fortschritt ist die Veränderung der Entwicklung.

Die Entwicklung wird mit der Zeit größer (bei konstantem Fortschritt).

Die Entwicklungsstufe vergrößert sich bei konstantem Fortschritt quadratisch mit der Zeit und proportional mit dem Fortschritt.



Werden diese Wörter auf das Modell bezogen, beschreiben sie lediglich die hergeleiteten Formeln. Die Wörter wurden aber natürlich so gewählt, daß sich Ausweitungen auf ganz andere Weltausschnitte aufdrängen. Sie regen die Phantasie an, erhalten aber den Nimbus eines mathematischen Fundaments. Folgender Text könnte sich erspinnen lassen, der durch keinerlei Sachkenntnis bezüglich des ursprünglichen Modells mehr getrübt ist:

„...so erfordert unsere hochentwickelte, postindustrielle Gesellschaft einen Fortschritt auf stets gleichbleibendem Niveau, was Wissenschaft und Wirtschaft gleichermaßen unter Druck setzt, weil die Entwicklungsstufe, auf der sich eine Gesellschaft befindet, immer schneller ansteigt und dieser Prozeß seinerseits von den Entwicklungen in Wissenschaft und Technik in Gang gehalten wird. In der mathematischen Entwicklungstheorie wird diese Tatsache als „Falling Apple Effect“ (FAE) bezeichnet, weil dort gezeigt wird, daß das Tempo gesellschaftlicher Entwicklungen vergleichbar ist mit der Fallgeschwindigkeit zum Beispiel eines Apfels, (also quadratisch mit der Zeit wächst). Die rasante  Beschleunigung der Medienentwicklung oder die Globalisierung verdeutlichen eindrucksvoll diesen Effekt. Allerdings können dieses Tempo nur noch wenige Menschen mithalten, so daß sich eine neue Elite an der Entwicklungsfront herausbilden wird, die...“

Wem dies zu weit hergeholt oder zu durchsichtig erscheint, der denke an die zahlreichen Phantasien, zu denen die Chaostheorie inklusive Fraktale und Schmetterlingseffekt, die Fuzzy-Logic, Gödels Unvollständigkeitssatz, Heisenbergs Unschärferelation, Einsteins Relativitätstheorie oder die Entropie des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik Anlaß gaben und geben. 

Der heuristische und stimulierende Effekt dieser und anderer Beispiele soll hier nicht in Frage gestellt oder generell negativ bewertet werden, wenngleich mit dem metaphorischen Gehalt mancher Modelle ein Mißbrauch getrieben wird, der nur noch wenig Erkenntnisgewinn verspricht. Vielfach wird versucht, einen Geltungsanspruch der Wahrhaftigkeit in einen der Wahrheit umzumünzen, was ich als wissenschaftlichen Taschenspielertrick bezeichnen würde.
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